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Einleltunag;

Im Folgenden wird ein Verfahren vorgestellt, die sogenannte L R(k)
Syntaxanalyse, das kontextfreile Grammatiken syntaktisch analysiert.
Das, L“ bedeutet, dal3 in der LR(k)-Syntaxanalyse die Eingabe von
links nach rechts abgearbeitet wird. Das ,R* steht fir enen
Rechtsparser, d.h. fir einen Parser, der eine Rechtsableitung in
umgekehrter Reihenfolge bildet. Das ,k* steht fur die Anzahl der
Symbole, die in der Eingabe vorausgeschaut werden durfen, bevor
eine Syntaxanal yseentschei dung getroffen wird. Wird (k) weggelassen,
so wird k=1 angenommen.

LR(k)-Parser arbeiten wie folgt: bevor sie ein weliteres Eingabesymbol
einlesen, machen sie fUr den bereits gelesenen und analysierten Teil
der Eingabe alle mdglichen Reduktionen, d.h. LR(k)-Parser
konstruieren einen Syntaxbaum, indem sie einzelne Tellbdume
erzeugen. Dabei beginnen sie beim Blattwort, dem Eingabewort, und
bilden Uber die Reduktionen einzelne Teilbaume mit Nichtterminalen
as Wurzeln. Fur jeden neu gelesenen Teil des Eingabeworts werden
Teilbdume unter einem Nichttermina knoten verbunden, bis man beim
Startsymbol S angelangt ist, der Wurzel des Syntaxbaumes. Man kann
LR(K)-Parser so konstruieren, dal3 sie beinahe alle gebildeten
Konstrukte einer kontextfreien Grammatik auf diese Art und Weise
analysieren kénnen.

Im 1. Kapitel werden wir uns mit Kellerstrings, die wahrend einer
akzeptierenden Rechnung im Keller erscheinen, beschéftigen, den
sogenannten zuverlassigen Préfixen. Dazu betrachten wir die
Eigenschaften der Kellerstrings von shift-reduce Parsern. Unser Zidl
Ist es, zu zeigen, dald zuverlassige Prafixe eine reguldre Sprache Uber
dem Alphabet einer Grammatik bilden. Denn dann kénnen wir einen
endlichen Automaten finden, der diese Sprache akzeptiert.

Wir werden im 2. Kapitel eine Aquivalenzrelation tiber der Menge der
zuverldssigen Préfixe kennenlernen, die sogenannte LR(K)
Aquivalenz. Dann geben wir einen Algorithmus an, mit dessen Hilfe
man die deterministische LR(k) Maschine einer Grammatik
konstruieren kann. Im 3. Kapitel definieren wir den kanonischen
LR(k) Parser mit Hilfe der LR(k)-Aquivalenz. Mit einem
Algorithmus kann man diesen kanonischen LR(K)-Parser fir eine

kontextfreie Grammatik generieren. Es ist also mdglich, eine
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kontextfreie Grammatik zu schreiben und automatisch einen Parser fur
diese Grammatik zu erzeugen. Im 4. Kapitel schliefdlich werden wir
sehen, dald der kanonische LR(k) Parser einer Grammatik korrekt ist
und dal3 er terminiert.



1. zuverlassige Préfixe

Unser Ziel ist es, einen deterministischen Rechtsparser am Beispiel einer
kontextfrelen Grammatik zu konstruieren. Dazu betrachten wir die folgende
Grammatik G,

S aA |bB,
A= c|dAd,
B->c|dBd .

Die von der Grammatik erzeugte Spracheist L(Gg,) = {(alb)d cd}.
Da G4, zwei Produktionsregeln mit der gleichen rechte Seite hat (A—>c¢, B->0),
ist eine Reduktion hier nicht eindeutig.
Wir versuchen, die Reduktion eindeutig zu machen, indem wir die Vorschau auf
Strings der Lénge k erweitern. Doch dabel stof3en wir direkt auf einen neuen
Konflikt:

dc|d“ > dA|d“ oder d‘c|d“ > dB|d",
denn die reduce-action A > c ist auf $ad“c | d“$ anwendbar, wenn ad*cd
akzeptiert werden soll. Analog ist die reduce-action B > ¢ auf $bd‘c | d*$
anwendbar, wenn bd“cd® akzeptiert werden soll. Es handelt sich also um einen
reduce-reduce Konflikt. Allein durch Erweiterung der Vorschau ist es nicht
moglich, einen deterministischen Rechtsparser fir die Grammatik Gy zu

entwickeln. Um dieses Problem zu l6sen, fihren wir den Begriff des
zuverlassigen Kéelerstringsein:

Definition : ( zuverlassiger Kellerstring )

Man nennt die Strings, die wahrend einer akzeptierenden Rechnung eines shift-
reduce Parsersim Keller erscheinen, zuverlassige Kellerstrings.

Ein String gist ein zuverlassiger Kellerstring eines Kellerautomaten M, fals fur
Eingabestringsw und y und finale Kellerinhalte g gilt:

$g|ws ==>" $g|y$==>"9g |$ ,
wobei gsder urspriingliche Kellerinhalt von M ist.

Beispid:
Die Menge der zuverlassigen Kellerstrings fur den shift-reduce Parser von Gg,
st
{(E() ‘

E{ad"|n3 0} E{ad'c|n30}

E{ad’A|n3 0} E {ad’Ad|n3 1}

E {bd"|n3 0} E{bdc|n3 0}

E {bd'B|n3 0} E {bd"Bd|n3 1}



Auf jeden zuverldssigen Kellerstring kdnnen Parsingaktionen angewandt
werden, aber nur wenige ergeben auch wieder einen zuverlassigen Kellerstring.
Man fordert daher, dal3 eine Parsingaktion nur angewandt werden darf, wenn sie
,gultig” ist, d.h. wenn aus ihr ein zuverlassiger Kellerstring resultiert.

Definition : ( gultige Aktion)
Eine Aktion r enes Kellerautomaten M heif3t fir einen zuverlassigen
Kellerstring gvon M glltig, falls gilt:

$9|y$==>%d |y'$ inM,

fUr Eingabeworter y und y* und flr einen zuverlassigen Kellerstring ¢ .

Da aber die Menge der zuverlassigen Kellerstrings meistens unendlich grol3 ist,
ist es im allgemeinen unmdglich herauszufinden, welche Aktionen fir welchen
Kellerstring giltig sind. Daher teilt man die Menge der zuverlassigen
Kellerstrings in Aquivalenzklassen auf. Zwei Kellerstrings gehdren zur selben
Aquivalenzklasse, wenn sie die gleichen gultigen Aktionen besitzen.

Beispidl:

Fur die Grammatik Gy, gilt:
Aquival enzkl asse: gultige Aktionen:
[€] shift a, shift b
[ad E bd'] shift c, shift d
[ad ] reduceby A > ¢
[aA] reduceby S-> aA
[ad"A E bd'B] shiftd
[ad"Ad] reduce by A - dAd
[bd c] reduceby B > ¢
[bB] reduceby S-> bB
[bd"Bd] reduce by B > dBd
[S]

Die Idee dabei ist, die Aquivalenzklassen als Kellersymbole des Parsers zu
verwenden. Wir ersetzen in den Parsingaktionen die Grammatiksymbole X, die
urspringlich links der Abgrenzung | standen, durch Aquivalenzklassen der Form
[dX], wobei dX en zuverlassiger Kellerstring ist. Dann definiert man
entsprechend:



shift — action
Fir jeden zuverlassigen Kellerstring d und fir jedes Termina a gilt die shift-
action:

(sa) [d]|a > [d][dd] |

damufd hierbel ein zuverlassiger Kellerstring sein.

reduce — action
Fir jeden zuverldssigen Kellerstring d und jede Produktionsregel A—>X;...X,
(jedes X sei ein einzelnes Symbol, 1£i£n) gilt die reduce-action :

(ra) [d][dXq] ...[dX;...Xn] | = [d][dA] |

dXy, ..., dX;... X, und dA mussen hierbel zuverlassige Kellerstrings sein.

Beispidl:

Beim Parser fur G, sind shift-actions
[€] |a=> [e][ad E bd]  (shifta)
[e] |[b>[e][ad E bd]  (shiftb)

und reduce-actions

[ad" E bd][ad’c] | > [ad  E bd'][ad’AE bd'B]| (reduceby A - c)
[ad E bd'][bd'c] | > [ad E bd'][ad’A E bd'B]| (reducebyB = c)

Wir benutzen reguldre Ausdriicke, um die Aquivalenzklassen zu bezeichnen.
Sei E ein regulédrer Ausdruck. Dann bezeichnet [E] die Aquivalenzklasse fir ein
w in L(E), d.h. [E] = [w] fur alle w in L(G). Wir werden noch sehen, dal3
Aquivalenzklassen tatsachlich reguldre Sprachen von Grammatiken sind, und
dal? sie daher durch regulére Ausdriicke bezeichnet werden kdnnen.

Leider fuhrt unsere Konstruktion zu einem neuen reduce-reduce Konflikt

[ad E bd][ad’c] | > [ad  E bd'][ad’A E bd'B]| (reduceby A > c),
[ad E bd][ad c] | > [ad E bd'][aA] | (reduceby A > ¢),

[ad" E bd][bd'c] | > [ad E bd'][ad"A E bd'B]| (reducebyB - c),
[ad E bd][bd'c] | > [ad” E bd][bB] | (reduceby B > ¢),

und zu neuen shift-shift Konflikten:

[ad" E bd] |c >[ad E bd'][ad'(] | (shiftc),
[ad E bd] |c >[ad E bd][bd (] | (shiftc),



[ad’A E bd'B] |d > [ad'A E bd"B] [ad*Ad] |  (shift d),
[ad’A E bd'B] |d > [ad*A E bd"B] [bd"Bd] |  ( shift d).

Der Grund fir diese Konflikte ist, daf? die Einteilung in Aquivalenzklassen nicht
fein genug ist.

Beispidl:

Betrachte die zuverlassigen Kellerstrings ad" und ad"A fur n30. Fir alle n30
gehdren die Strings ad” zu der selben Aquivalenzklasse [ad” E bd]. Die Strings
ad"A fur n® 0 jedoch werden in zwei verschiedene Aquivalenzklassen aufgeteilt:
[aA] und [ad’A E bd'B]. Daher kommt es zum obigen reduce-reduce Konflikt.

Wenn man zwel aquivalente Kellerstrings d; und d, mit dem selben Symbol X
zu Kellerstrings d;X und d,X erweitert, erwartet man, dal3 d;X und d,X auch
wieder &quivalent sind. Wir fordern daher:

Die Aquivalenzklassen sollen rechts—invariant sein.

Weiter fordern wir:

Zwe aquivalente Kellerstrings ¢ und @ sollen mit dem selben Symbol
enden,d.h.: gi:1=g:1.
Ansonsten ist nicht gewéhrleistet, dal3 die Parsingaktionen eindeutig sind.

Beispid:
Um die beiden obigen Forderungen zu eflllen, verfeinert man die
Aquivalenzklassen der Grammatik G

(1) DieKlasse[ad” E bd] wird unterteilt in [4], [ad"],[b], [bd"].
(2) DieKlasse[ad'A E bd'B] wird unterteilt in [ad*A] und [bd*B].

Die verfeinerten Aquivalenzklassen stellen die Knoten im  folgenden
Ubergangsgraphen dar. Die Kanten von Knoten [d] zu Knoten [dX] sind mit
dem Symbol X gekennzeichnet, wenn d und dX zuverléssige Kellerstrings sind.
Man kann den Graph as endlichen Automaten interpretieren, wobei [e] der
Startzustand ist und eine vorgegebene Aquivalenzklasse [¢g] der einzige
Endzustand ist. Dann entspricht die vom Automat akzeptierte Sprache gerade

[d.
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Bild 1.1 Ubergangsgraph fur zuverléssige Kellerstrings des shift-reduce Parsers
der Grammatik G,,: S—=> aA |bB, A -2 c|dAd,B - c|dBd

Beispid:

Ausgewahlte shift-actions des Parsers fir die Grammatik G, sind:
o =[el |a=>[e][d | t(r)=e
r; =[] |d > [a][ad] | t(r)=e
rs =[a |c > [a][ad ] | t(rs) =e

Ausgewahlte reduce-actions des Parsers fur die Grammatik G, sind:
ra =[al[ad c] | > [a][aA] | t(r)=A>c
rs = [e][al[aA] | > [e][T] | t(rs) = S> aA

Wenn man alle Parsingaktionen entwickelt, sieht man, dal} der entstandene
Parser ein deterministischer Rechtsparser fir G, ist (genauer: ein LR(0) Parser).

Beispidl:
An der folgenden Berechnung kann man erkennen, dal3 wir einen Rechtsparser
erhalten haben:
rl r3 r4
$le] |ac$ ==> $[e][d] |c$ ==> $[e][a][ad c] |$ ==> $[€][e][aA] |

r5

==>3$[€][]] |$ .



Zum Abschlul® dieses 1. Kapitels wollen wir zuverlassige Kellerstrings von
shift-reduce Parsern grammatisch charakterisieren und einige Eigenschaften von
LR Parsern betrachten.

Definition : ( zuverlassiges Préfix , Griff )

Sei G = (V,T,P,S) eine Grammatik. Ein String g1 V' st ein zuverléssiges
Prafix von G, wenn in G gilt:

S ==>" dAy ==> daby = by

fur Strings di V', yl T und Produktionsregel A > ab ausP.

ab bezeichnet man als Griff ( handle).

Es gilt: ein zuverldssiges Préfix ist bis auf das Ende soweit wie moglich
reduziert. Mit Hilfe der Definition ist das folgende Lemma offensichtlich:

Lemmal.l:
Jedes Préfix eines zuverlassigen Prafixesist ein zuverlassiges Préfix.

Der néchste Satz zeigt den Zusammenhang zwischen den zuverldssigen Prafixen
einer Grammatik und den zuverlassigen Kellerstrings des zugehdrigen shift-
reduce Parsers:

Satz1.1:

S G = (V,T,RS eine Grammatik und M ihr shift-reduce-Parser. Jeder
zuverldssige Kellerstring von M ist entweder S oder ein zuverlassiges Prafix
von G. Umgekehrt ist jedes zuverladssige Préfix von G en zuverl&ssiger
Kellerstring von M, falls G reduziert ist.

Wenn also G eine reduzierte Grammatik ist, dann entsprechen die zuverlassigen
Prafixe von G gerade den zuverlassigen Kellerstrings des entsprechenden
Parsers.

Man kann sogar zeigen, dal3 fur eine Grammatik G = (V,T,P,S) die Menge dler
zuverlassigen Préfixe eine regulére Sprache Uber dem Alphabet V ist. Dazu
geben wir eine rechtdineare Grammatik an, d.h. eine regulare Grammatik, die
die zuverlassigen Préfixe erzeugt. Zu einer gegebenen Grammatik G = (V,T,P,S)
definiert man eine Grammatik G\/p = (VVP,V,PVP,[S]) mit:

Vyp={ [A] | A ist Nichtterminal in V\T }
Pvp={[A] 2 a|A—> abisteineVorschriftinP}
E {[A] 2 a[B] |A> aBbist eineVorschriftin P, B ist ein
Nichtterminal in V\T und b leitet einen String aus T ab. }
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Dabei ist [A], fur ein Nichtterminal A in V\T, ein neues Symbol, dal3 nicht in V
enthalten ist. Die Bedingung ,,b leitet einen String aus T~ ab® ist wichtig, wenn
G nicht reduziert ist.

Beispidl:

Die Grammatik (Gg,)vp fur Gy, ist:
[S] > e|alaA [b|bB [aA] [b[B]
[A] 2 e|c|d]|dA |dAd |d[A]
[B] 2> e|c|d|dB |dBd|d[B]

Damit kann man nun den folgenden Satz bewei sen:

Satz 1.2:
Jede Grammatik G kann in eine rechtslineare Grammatik transformiert werden,
die die Menge aller zuverlassigen Préfixe erzeugt.

Beweisidee zu Satz 1.2:
Man kann zeigen: G kann in Gyptransformiert werden. In G gilt:

(1) S==>dAy==>daby = gby
Dann kann man zeigen, dal3 in Gypgilt:
(2) [Sl==>"d[A]==>da=g¢g

Beachte: [A] =2 a ist Vorschriftin Gyp

gist also ein zuverlassiges Préafix von G, das auch in Gyp erzeugt wird.
Umgekehrt:

Wenn [S] in Gyp einen String g V' ableitet, dann gilt (2) fir eind1 V" und
A > abinP. Dann zeigt man, dal3 (1) fir einy gilt.

Damit ist jedes g, dal’3 Gyp von erzeugt wird, ein zuverlassiges Prafix von G.
Also:

L(Gyp) ist gerade die Menge der zuverlassigen Préfixe von G.

Da rechtslineare Grammatiken auch reguldr sind, folgt aus Satz 1.2 direkt
Satz 1.3 und wir sind am Ziel dieses Kapitels:

Satz1.3:

Fir jede Grammatik G = (V,T,P,S) gilt:
Die Menge aller zuverlassigen Prafixe von G ist eine reguldre Sprache Uber V.
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2. LR(K) - qultige Items

In diesem Kapitel wollen wir eine Aquivalenzrelation Uber der Menge der
zuverlassigen Préfixe definieren, die sogenannte LR(k)-Aquivalenz. Unser Ziel
dabei wird sein, die kanonische LR(k)-Maschine fur eine Grammatik zu
konstruieren. Dazu ben6tigen wir zuerst ein paar grundlegende Definitionen:

Definition : (Position, k-1tem, Kern, LR(k)-gltig, V orschaustring)
Se G = (V,T,P,S eine Grammatik. Eine Position von G ist eine punktierte
Produktionsregel der Form A - a.b, wobel A - ab eine Produktionsregel in P
ist, und der Punkt ein Symbol, dal3 nicht in V enthalten ist.
Ein Paar der Form[A = a.b, y] ist ein k-Item fUr k 3 0, wenn
A > a.b eine Position von G ist und der Stringy T k:T .
Die Position A - a.b wird als Kern des Items bezeichnet und der String y als
V orausschaustring ( lookahead ).
Ein Item [A © a.b,y] ist LR(K)-giiltig fir einen String g V', wenn eine
Rechtsableitung

S ==>" dAz ==> dabz=g¢gbz undkiz=y
in G fir String di V'und zT T existiert.
Das LR(k)-gultige Item [A - a.b , y] beschreibt dann die folgende
Analysesituation:

S ==>" dAz ==> dabz==> davz ==> duvz,
wobel da ein zuverlassiges Préfix ist (d.h. wenn a zu einem Terminalwort u
abgeleitet wird, und b zu einem Terminalwort v, dann ist die Reduktion von u
nach a bereits geschehen, wahrend die Reduktion von v nach b noch nicht
begonnen hat.).
Ist ein Item [A > a.b , y] LR(k) giiltig fiir einen String g V', dann bedeutet
das. Es gibt eine Rechtsableitung, in der g zuverlassiges Prafix einer
Rechtssatzform ist ( d.h. in einer Satzform, die in einer Rechtsableitung auftritt )
und A - ab eine der moglicherweise gerade ,, bearbeiteten” Produktionen ist.
A - abist dann spéter ein Kandidat fir eine Reduktion.

Den néchsten Satz folgert man direkt aus der Definition:
Satz 2.1:
Wenn g ein zuverlassiges Prafix ist , dann ist mindestens ein Item LR(K)-glltig

far g.
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Beispid:
Dieltems[ S > .aA,e] und [ S 2 .bB, e] sind LR(k)-gdltig fur , in der
Grammatik G, denn:

S ::>0 S ==> aA’

rm m

S —=>0 S ==> bB,

rm m

und k:e=efir k30.

Fur die Definition der LR(k) Aquivalenz wird die folgende Menge aler LR(K)-
gultigen Items fUr einen String von Bedeutung sein:

Definition: (VALIDy)
Sei G=(V,T,P,S) eine Grammatik und g1 V', dann gilt fiir alle k3 O:

G
VALID riy( Q) ={ I |1 ist ein LR(K)-gultiges Item fir g}

Beispid :
In der Grammatik G, gilt fur allek,n3 0:

VALID(e) ={ [S>.aA, €, [S>.bB, € }
VALID(a) ={ [S—~>aA,€],[A >.c€,[A>.dAd, € }
VALID(ad™ ={[A > d.Ad, k:d"], [A 2> .c, k:d™], [A > .dAd, k:d"]}

Damit sind wir jetzt in der Lage, die LR(k)-Aquivalenz zu definieren:

Definition : ( LR(k)-aguivalent )
String g ist LR(k)-aguivalent zu String @, wenn gilt:

VALID(a1) = VALID (@)

Die Relation r bezeichnet die LR(k)-Aquivalenz fur G. Sind zwei Strings g
und @ LR(k)-aquivalent, dann schreibt man: g, r ¢ @.

Die Definition beruht auf einer Relation, namlich der Identitdt. Reflexivitét,
Symmetrie und Transitivitét sind damit erfillt. Daraus kann man folgern, dal3 es
sich bei der LR(k)-Aquivalenz auch tatsichlich um eine Aquivalenzrelation
handelt:

Satz 2.2:

Fir eine Grammatik G = (V,T,P,S) und ki N ist die LR(k)-Aquivalenz r fiir G
eine Aquivalenzrelation Uber V. AuRerdem ist r von endlichem Index, d.h. die
Anzahl der verschiedenen Aquivalenzklassen unter rist endlich.
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Beweisidee zu Satz 2.2:

Da [g]ox = [@]ok genau dann gilt, wenn VALIDy(g1) = VALID(@), kann man
die Aquivalenzklassen bijektiv auf die Mengen der k-ltems VALID\(g)
abbilden, d.h. beide Mengen haben gleichen Index. Es gibt endlich viele
verschiedene k-Itemmengen VALID,(g), also ist r  von endlichem Index.

Beispid :

In der Grammatik G4, gilt fir ale n3 0

die zuverlassigen Préfixe ad™ sind alle LR(0)-aquivalent, weil fur allen, m3 0
gilt: VALIDo(ad™") = VALIDo(ad™%).

Wir bezeichnen die LR(0)-Aquivalenzklasse fiir ad™* mit [ad'], .

Die LR(0)-Aquivaenzklasse fur ad™ kann wie folgt in LR(K)-
Aquivalenzklassen zerlegt werden:

[ad™]o = [ad]« E...E [adk+ld*]k

Aus dem Beispiel kann man erkennen, daR die LR(k+1)-Aquivalenz eine
Verfeinerung der LR(k)-Aquivalenz ist. Insbesondere ist bei der Grammatik G,
die LR(k)-Aquivalenzklasse entweder eine einzige LR(k+1)-Aquivalenzklasse
oder eine Vereinigung von zwei Aquivalenzklassen, wie beispielsweise die
LR(k)-Aquivalenzklasse [ad“'d]x die Vereinigung aus den LR(k+1)-
Aquivalenzklassen [ad“™]y.1 und [ad“"?d [, ist.

Das legt den folgenden Satz nahe:

Satz 2.3

Fir eine Grammatik G = (V,T,P,S) und k, | T N mit k£l ist die LR(I)-Aquivalenz
eine Verfeinerung der LR(k)-Aquivalenz. Das bedeutet, daR jede LR(K)-
Aquivalenzklasse die Vereinigung von LR(1)-Aquivalenzklassen ist.

Dafir jede Grammatik G = (V,T,P,S) die LR(k)-Aquivalenzklassen [d], von den
k-ltemmengen VALID,(g) abhangen, kann man jede Menge VALID\(g) als
endliche Darstellung der entsprechenden Klasse [« betrachten. Deswegen stellt
die Vereinigung aller Mengen VALID\(g), g V', eine endliche Reprasentation
der gesamten LR(k)-Aquivalenz dar. Diese kann as endlicher Automat
aufgefaldt werden, den man die kanonische LR(k)-Maschine nennt.

Definition : ( deterministische LR(k)-Maschine)

Die kanonische ( oder deterministische ) LR(k)-Maschine der Grammatik G ist
ein endlicher Automat. Die Zustandsmenge ist die Vereinigung aller Mengen
VALID(g), das Eingabealphabet ist V, der Startzustand ist VALID(e) und die
Ubergangsmenge besteht aus allen Funktionen der Form

VALID(g9X = VALIDy(gX),

wobei gein String aus V™ ist und X ein Symbol aus V.
14



Beispid:

Man nennt die kanonische LR(0)-Maschine kurz LR(0)-Maschine.

Wir betrachten nun die LR(0)-Maschine fir die Grammatik G,:

S-> aA |bB,A > c|dAd, B - c|dBd.

Sieistin Bild 2.1 dargestellt. Den leeren Zustand A lassen wir weg, ebenso alle
Ubergédnge von und zu ihm. Um die Aquivalenz zu dem Ubergangsgraph aus
Bild 1.1 zu betonen, beschriften wir jeden Zustand VALID(g) mit [E], wobei E
ein regularer Ausdruck ist, der die LR(0)-Aquivalenzklasse [¢]o bezeichnet.

[bd'Bl: 4
(B> dBd |

lbd'Bdl: 4
B> dBd. |

<

Bild 2.1 Die LR(0)-Maschine fur die Grammatik G:
S-> aA |bB,A > c|dAd,B - c|dBd.

Wir wollen nun zeigen, daR? die LR(k)-Aquivalenz beide Forderungen aus
Kapitel 1 erfullt. Zur Erinnerung: die LR(k)-Aquivalenz soll rechts-invariant
sein und zwei aguivalente zuverlassige Prafixe sollen immer mit dem selben
Symbol enden. Aul3erdem werden wir sehen:

Fir eine Grammatik G und kI Uist die kanonische LR(k)-Maschine ein e-freier,

endlicher, deterministischer Automat , der die LR(k)-Aquivalenz induziert, d.h.
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zwel Strings ¢ und @ sind genau dann LR(K)-aquivalent, wenn der
angenommene Zustand beim Lesen von g mit dem angenommenen Zustand
beim Lesen von @ Ubereinstimmt. Damit ist die Rechts-Invarianz erflllt.
Aulerdem gilt, da jeder nichtleere Zustand VALID(g ein eigenes
Eingangssymbol hat, d.h. ein Symbol X, so daR alle Ubergange zu VALID(g)
Uber X gehen. Das bedeutet, dal3 zwei aquivalente zuverlassige Prafixe immer
mit dem selben Symbol enden.

Wir wollen noch einmal die LR(0) Maschine aus Bild 2.1 genauer betrachten.
Wie sind die Mengen VALID (g, aso die Zustande der Maschine
zusammengesetzt ?

Man beobachtet, dal3 wenn VALID,(g) ein Item der Form [A - a.Bb, y]
enthdt, wobel B ein Nichtterminal ist, VALID,(g) auch ale Items [B = .w, Z]
enthdlt, wobel B - w eine Produktionsregel in der Grammatik ist und z ein
String aus FIRST(by). In unserem Beispiel bedeutet das, wenn [S =& aA, €] in
[a] enthalten ist, dann auch [A = .c, €] und [A - .dAd, €] in[a] enthalten . Das
legt die folgende Definition nahe:

Definition:( LR(k)-Nachfolger, LR(k)-Vorganger )

[ B> .w, z]isteindirekter LR(k)-Nachfolger von[A = a.Bb,y], wenn gilt :
z1 FIRST(by). Manschreibt: [A > a.Bb,y]descirg[B> . W, 2]
Einltemist ein LR(K)-Nachfolger von k-lItem |, wenn es zu descLR(k)*(I) gehart.
Item |, ist ein ( direkter ) LR(k)-Vorganger von Item |, , falls |, ein ( direkter )
LR(k)-Nachfolger von I ist.

Weiter kann man erkennen, dal? jede Itemmenge VALID,(gX), wobei X en
einzelnes Symbol ist, ale Items der Form [A = aX.b , y ] enthélt, wenn
[A 2> a.Xb,y] enltemaus VALID\(g) ist. In unserem Beispidl, vgl. Bild 2.1,
ist das Item [A = .dAd, €] in [a]. Daher ist dann [A = d.Ad, €] in [ad"]. Wir
versuchen, diese Beobachtungen mit den folgenden Definitionen zu
beschreiben:

Definition : ( LR- (un-) wesentlich)
[A 2 a.b,y] heildt LR-wesentlich , wenn a nicht leer ist. Wenn a leer ist, heifl3t
das Item LR-unwesentlich . Wenn g eine Itemmenge ist , definiert man :

ESSk(@ ={1T q]!ist LR-wesentlich}.
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Definition :
Sei X T V und sei passes-X eine Relation in der Menge der k-ltems, definiert
durch :

[A 2> a.Xb,y] passesX [A > aX.b,y]

fir A>aXbinPund y1 kT .
Sei g eine k-ltemmenge und X1 V. passes-X(q) wird as die Basis des X-
Nachfolgers von g bezeichnet. Man schreibt: BASIS r(9,X) . Damit gilt:

BASIS r(@.X) ={[A > aX.b,y] |[A > a.Xb, y] Oq}
Damit definiert man GOTO_(qg,X) as:
GOTOr(g,X) := desc, ( BASIS r(g,X) ) := passes-X descy ()

Die Menge GOTO,r(q,X) besteht also aus allen LR(k)-Nachfolgern aler Items
der Form [A = aX.b,y], fur welchedasItem [A > a.Xb,y]inqist.

Wir wollen nun einen Algorithmus zur Konstruktion der kanonischen LR(k)
Maschine einer Grammatik vorstellen. Dazu wird die Menge GOTO,g(q,X) von
Bedeutung sein, denn sie beinhaltet ale Items aus der Menge BASIS r(g,X) und
alle deren Nachfolger. Damit kann man die Zusténde der LR(k) Maschine
konstruieren, wenn man den Anfangszustand kennt. Nach den folgenden beiden
Lemmas, die fur den Algorithmus wichtig sind, stellen wir diesen an einem
Beispiel vor:

Lemma 2.4:
Sei G = (V,T,P,S) eine Grammatik und gein String in V" . Dann gilt:

VALID(e) =desc, ({ [S=> w,e] |[S>winP})
VALID,(g) = desc, (ESS ( VALID\(g) ) fur g* e.

Lemma 2.5:
Sei G = (V,T,P,S) eine Grammatik, g ein String in V" und X ein Symbol in V.
Dann gilt fur alle k3 0:

VALID(gX) = GOTO( VALID(g), X )

Lemma 2.4 beschreibt die Zustdnde der LR(k)-Maschine allgemein, wahrend
Lemma 2.5 die Konstruktion des Nachfolgezustands aus einem Zustand
beschreibt. Damit 1803t sich nun der folgende Algorithmus angeben:
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Algorithmus zur Konstruktion der kanonischen LR(k)-Maschine fur eine
Grammatik G = (V,T,P,9)

Qu enthdlt alle Zustande von M.
Py enthélt alle Ubergangein M.
Qs ist der Startzustand von M.

Berechne die Relation desc, ;
for dleX 1V do
Berechne die Relation passes — X;
gs:=desc ({ [S>.w, e]|S>winP});
Qu ={ s},
PM ::/CE;
repeat
for aleql QuundX 1 V dobegin
q:= passQS—X desck (Qq);
Qu:=QuE{q};
PM:: PME{qXQq‘},
end
until nichts kann mehr zu Qy und Py hinzugefiigt werden;

Damit der Algorithmus verstandlicher wird, wollen wir ihn an einem Beispiel
ausfuhren.

Beispid :
Konstruktion der LR(0)-Maschine fur die Grammatik Gy,

1. Berechne die Relation descy;
An dieser Stelle mifte man nun alle auftretenden Items untersuchen und
ale ihre direkten LR(0)-Nachfolger bestimmen. Da dies zu aufwendig
wird, beschrénken wir uns auf die folgenden beiden Items:
[ S .aA, €
[ S .bB, €]
Beide haben keinen direkten LR(0)-Nachfolger, da in jedem Item dem
Punkt ein Terminal folgt.

2.foralleX1 Vdo
Berechne die Relation passes — X;
Auch hier beschranken wir uns auf a, b 1 V, da nur hier der Punkt in
jedem Item verschoben werden kann. ( vgl. Schritt 1)
passes—a([ S—> .aA, g )=[ S aA, €
passes—b([ S—> .bB,€])=[ S>> b.B, €
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3. Wir bestimmen nun den Startzustand. Auch hier erhaten wir keine
direkten LR(0)-Nachfolger, da in jedem Item dem Punkt ein Terminal
folgt.

gs:=descy ({ [S>.aA,€,[S> bB, g })
={[S—>.aA,€,[S~> .bB, €}

4, Die Menge Qu enthdlt anfangs nur den Startzustand, die Menge Py ist

|eer.
Qu:={0a};
Pu = A&

5. repeat
for alleql QuundXT V dobegin
q:= passqs—Xdaco (q);
Qu:=QuE{ad}
Pu:= PuE{agX>q };
end
until nichts kann mehr zu Qy und Py hinzugefligt werden;

Also: gs ist zur Zeit der einzige Zustand in Qy . Wir beschrénken uns

wieder auf a, b 1T V. Damit erhdt man die folgenden beiden neuen
Zusténde:

Cu' = passes—adesco ( )
={[S—=> aA, g, [*A 2> .c,€e,[A>.dAd, g} = [d
0. = passes—bdesco ()
={[S>bB,€g,[B>.c,€g,[B~>.dBd €} =[b]

Qu und Py werden die neuen Zustande, bzw. die neuen Ubergange
hinzugeftigt. Damit féhrt man so lange fort, bis der Graph aus Bild 2.1
entsteht.

Wir haben also eine Aquivalenzrelation fir eine Grammatik kennengelernt, mit
deren Hilfe man einen Algorithmus zur Konstruktion der kanonische-LR(k)
Maschine der Grammatik findet. Damit sind wir am Ziel dieses 2. Kapitels und
konnen abschlief3end festhalten:

Satz 2.6:
Sei G = (V,T,P,S) eine Grammatik, ki N , und M die kanonische LR(K)-
Maschine fur G. Dann gelten die folgenden Aussagen:

(8) M ist deterministisch.
(b) Wenn alle nicht leeren Zustande VALID,(g) as Endzustande von M

bestimmt sind, dann ist die von M akzeptierte Sprache die Menge der
zuverlassigen Préfixe von G.
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Beweisidee zu Satz 2.6:

(a) Seien g, @ Stringsin V" und X4, X, Symbole aus V.
Man betrachtet das Ubergangspaar:

VALID(c)X1 > VALID(@X1) und VALID(@)X2 > VALIDW(@X,)

wobei beide auf die selbe Konfiguration anwendbar sein sollen. Dann gilt:
VALIDy(ch) = VALID(g) und X; =X.

Nach Lemma2.5:

VALID(@X1) = GOTO(VALID(ch), X1)
= GOTO(VALID(@), X») = VALID(@X>).

Damit sind die Ubergéange die selben, also ist M deterministisch.

(b) Wenn alle Zusténde VALID,(g) nicht leer sind, dann enthalten sie
mindestens ein gultiges Item. Und zu jedem gultigen Item gehdrt gerade ein
zuverlassiges Préfix.

Satz 2.7:
Fir eine Grammatik G = (V,T,P,S), ki N gelten die folgenden Aussagen:

(d) Die LR(k)-Aquivalenz von G ist gerade die Aquivalenz, die durch die
kanonische LR(k)-Maschine von G impliziert wird, d.h. Strings g, und ¢ sind
genau dann LR(k)-aguivalent, wenn der angenommene Zustand beim Lesen von
¢ mit dem angenommenen Zustand beim Lesen von @ Ubereinstimmt.

(b) Die LR(k)-Aquivalenz von G ist rechts-invariant, d.h. immer dann, wenn g,
und g LR(k)-aquivalente Stringsin V' sind und X ein Symbol in V ist, sind g X
und X LR(k)-aquivalent.

(c) Zwei LR(k)-&guivalente zuverlassige Prafixe enden immer mit dem selben
Symbol, d.h. immer wenn ¢ und @ LR(k)-a&quivalente zuverlassige Préfixe
snd, gilt: ;1= @:1.
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3. kanonische L R(k)-Parser

In diesem Kapitel wollen wir den Begriff des kanonischen LR(K)-Parsers fir
eine Grammatik G = (V,T,P,S) anhand der Ergebnisse aus dem vorhergehenden
Kapitel definieren. Um es einfacher zu machen, benutzen wir die $-erweiterte
Grammatik fur G, d.h. wir fuhren ein neues Startsymbol S' ein und erweitern P
umn S > $S$. Damit erreichen wir, dal3 die Berechnungen sauber terminieren.
Im Folgenden bezeichnen wir diese Grammatik mit G*. Das Kelleralphabet des
kanonischen LR(K)-Parsers wird die Vereinigung aller LR(K)-Aquivalenzklassen
der zuverlassigen Préafixe von G' sein. Wir bezeichnen diese Vereinigung mit
[G'Tk-

Definition : ( LR(k)-reduce-action )
Sei G = (V,T,P,S) eine Grammatik G' ihre $-erweiterte Grammatik und k, nl N.
Eine Vorschrift der Form

(ra) [dl[dX ]k ... [AX1... Xnlk |y 2> [dlc [dA]« |y

wird as die kanonische LR(k)-reduce-action durch Produktionsregel
A > X; .. X, mit Vorausschau y bezeichnet, wenn d ein String in $V° ist,
X1, oy Xp SymboleinV sind, A = X; ... X,, eine Produktionsregel in P ist und
yeinStringink:T'$, so daR gilt:

[A > X1..Xn.,y]1T VALID(dX; ... X,)

Zu beachten sai, dal3 d, dX, ..., dX; ... X, zuverlassige Préfixe von G' sind,
denn sie sind ale Prafixe von dX; ... X,. dX; ... X,, ist ein zuverldssiges Préfix,
daeinltem[A 2 X;... X, .,y ] furdX;... X, gultigist.

Definition : ( LR(k)-shift-action)

Sei G = (V,T,P,S) eine Grammatik, G' ihre $-erweiterte Grammatik und ki N.
Eine Vorschrift der Form

(sa) [d]« |ay = [d]« [dalx |y

wird als die kanonische LR(k)-shift-action an Terminal a und Vorausschau ay
bezeichnet, wenn d ein String in $V ist, aein Termina in T ist und y ein String
in max{k-1,0}: T $ist, so daR gilt:

[A>a.a,z]T VALID(d)und yT FIRST puk-10(D2)

fiir Produktionsregel A 2> aab in Pund Stringzink: T'$.
Auch hier sei zu beachten, dal’3 d und da zuverlassige Prafixe von G' sind.
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Beispiel:

Betrachte die $-erweiterte Grammatik G;':
S > $S$
S 2> aA

A—>cC
A = dAd

Wie erhdlt man z.B. das Terminalwort adcd ?
( Betrachte Vorausschaustrings der Lange 6)

shift $
[€le | $adcds ® [€]g[F]6 | adcdS
shift a
® [e]e[$le[$e]6 | dcdS
shift d
® [e]e[$]e[Sale[Sad]s | cdS
shift c
® [e]e[$]e[Bale[Sad]s[$adC]s | dS
reduce A 2> c
® [€]e[I]e[Sals[Sad]s[SadA]6 | dS
shift d
® [e]¢[$]6[Sals[Sad]¢[SadA]¢[SadAd]e | $
reduce A - dAd
® [ele[$]e[Sale[SaA]s | S
reduce S - aA
® [e]e[Fe[$S]6 | S
shift $
® [e]e[Ble[$S]6[$SH]s |
reduce S' > $S$
® [ele[S]e

Nun kdénnen wir den kanonischen LR(k)-Parser fir eine Grammatik definieren:

Definition : ( kanonischer LR(K)-Parser )

Der kanonische LR(k)-Parser fur G ist der Kellerautomat mit Ausgabe mit
Kelleralphabet [G']«, Eingabeal phabet T, Anfangskellerinhalten [$]« , Menge der
Endkellerinhalte { [$]«[$S]«} und der Aktionenmenge, die aus allen reduce- und
shift-actions besteht. Der Outputeffekt t wird definiert, um jede reduce-action
von Vorschrift r nach Vorschrift r und jede shift-action zum leeren String e wie
folgt zu bezeichnen:

(D) t ([dlfdXa]... [AX1 ... Xp]ic |y 2 [dlc [dA]c|y) = A 2 X;... X,
(2) t ([dlx|ay > [d]«[dalk [y) =€
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Man beachte, dal3 jede reduce-action der Form (ra) die Produktionsregel
A 2> Xi.. X, definiert. Wenn eine reduce-action auf zwei Arten dargestellt
wird, sagen wir durch

[d][dX ]k ... [AX1... Xnlk [y =2 [dlk [dA]k | Y
und

[dl[dY a]x... [dY ... Yol |y = [d]k [dB]k |y,

dann gilt notwendig : X;=Y 1, Xo=Y5, ..., Xp=Y,, und A=B.
Alsoistt wohldefiniert .

Beispidl:

Betrachte die Grammatik G, : S—> aA |bB, A - e|cAd, B > e|cBd.

Dann ist die von der Grammatik erzeugte Sprache: L(Gae)={ (alb)c’d’ }.

Die Zustande VALID(€) und VALID($S$) lassen wir weg, da sie im Parser
nicht benttigt werden. Alle anderen Zusténde sind durchnumeriert. Im Text
bezeichnen wir Zustand i durch g;. Betrachten wir nun die LR(0)-Maschine fur
Gape :

1: 2:

S>$5 > S >3$5%

S—>.8A

S->.bB

a b
3: 5: 4: 6:
A B
S—>aA S—>aA. S->b.B S->bB.
A->. B-.
A- .cAd B->.cBd
C C

7: O: 8 10:
A->c.Ad A A->cAd B->c.Bd B B->cB.d
A->. B-.
A->.cAd d B->.cBd d

C 11: (o 12:

A->CcAd. B->cBd.

Bild 2.2 Die LR(0)-Maschine fir die $-erweiterte Grammatik Gae' :
S > $S$,S> aA |bB,A > e|cAd, B> e|cBd.
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Die Aktionen des kanonischen LR(k)-Parsers erhdlt man aus der kanonischen
LR(k)-Maschine, indem man den folgenden Algorithmus benutzt:

Algorithmus zur Konstruktion der Parsing Aktionen :

for alle Zustande g do begin
for alle Produktionsregeln A =2 X;... X, vonG (n®0),sodal3gilt :
einlteminghat den Kern A - .X;... X, do begin

end;
end;

Sei go, 91, o, --- » O €INe Folge von Zustanden, die von q bis zu den
eingelesenen X ,..., X, reichen,
dabei sai go=q und
g =GOTO(q, X,..., Xj) miti=1,...,n
0s= GOTO(q, A)
for aleltems[A =2 X;... X,.,Yy] inq, do
generiere die reduce-action
00 - Gn [y = Qdaly
end,
for adleltems[A > a.ab,z] ingmital T do begin
J.= GOTO( q, a);
for ale Stringsy T FIRST maxk.1.0;(b2) do
generiere die shift-action
qlay = qdaly
end;
end;

Auch hier wollen wir den Algorithmus anhand eines Beispiels verstandlicher

machen:

Beispidl:

Konstruktion der Parsing Aktionen des LR(0)-Parsers der Grammatik Gae

1. for alle Zustande g do begin

Daesviel zu aufwendig ist, alle Zustdnde zu bearbeiten, beschranken wir
uns hier auf Zustand g, : S' > $.S%

S-> .aA
S-> bB

(Am Ende werden alle anderen Parsing Aktionen angegeben. )
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2. for alle Produktionsregeln A > X;... X, vonG (n20), so
dalgilt: einltemin g hat den Kern A 2 .X; ... X, do begin

Einltemin g, hat denKern S .aA, ein anderesden Kern S - .bB .
Betrachte also die beiden Produktionsregeln:
S->aA, S-> bB

3. & o, O1, O, - » O €iNe Folge von Zustanden, die von g bis zu den
eingelesenen Xy, ..., X, reichen, dabel sei go=qund
g= GOTO(q, Xy, ..., X)) miti=1,...,n
ga= GOTO( q, A)

(1) Betrachte als erstes die Produktionsregel S - aA
Dann handelt es sich a'so um die folgenden Zustande:
gy = GOTO(qy, ={[S—=> aA], [A = .cAd], [A >.€]} (=03)
0z = GOTO(q, aA) ={ [S> aA.] } (=0k)

(2) Betrachte als zweites die Produktionsregel S - bB
Dann handelt es sich also analog um die folgenden Zustande:
gy’ = GOTO(qy, b)={[S—> b.B],[B = .cBd], [B =>.€]} (=04)
0z = GOTO(qy, bB) ={ [S> bB.]} (=0e)

(3 as=GOTO(qu, §) ={[S > $S3] } (=)

4. for alleltems[A 2> X;... X,.,y] inqg, do
generiere die reduce-action

Qo0102 .- On | Y =2 ddal Y
end;

Daes sich um einen LR(0)-Parser handelt, gilt: y = e, d.h. man verwendet
keine Vorschau. Man generiert also die folgenden reduce-actions :

ry=u0:0s| 2 Q10| mitt(ry) =S-> aA
> = 010406 | =2 GGz | Mitt (r2) =S bB

5. for alleltems[A = a.ab, z] ingmital T do begin
0= GOTO( q, &);
for alle ringsy T FIRST jexic10(02) do
generiere die shift-action
qlay—> qdaly
end;
end;
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Daes sich um einen LR(0)-Parser handelt, gilt auch hier wieder: y = g,
d.h. man verwendet keine Vorschau. Man betrachtet also die folgenden
Zusténde :

0= GOTO( g, @ = 03

0= GOTO( 0, b) = 04

und erh@lt daraus die shift-actions:

Si=h|a 2> o]
und

S=0|b 2> o]

Im Beispiel haben wir nur den Zustand q; betrachtet. Fihrt man den
Algorithmus fir alle Zustdnde aus, so erhdlt man fir den LR(0)-Parser der
Grammatik Gy, die folgenden reduce-actions:

r1= 010305 | 2 Q10| t(r1)=S—>aA

> = 010406 | 2 0102 | t(r;)=S-> bB
r3=0z| 2 00| t(rs)=A->e

4 = Qa070901 | = O30 | t(rs) =A > cAd
s =04 | 2 Culs| t(r3)=B>e

e = 0a0sColliz | = CaTs | t(rs) =B —-> cBd
r=q7| 2 Qo t(r;)=A->e

rg = UzG70e011 | = G709 | t(rg) =A > cAd
lo =0 | = OsCho| t(rp)=B->e

o = Og0s010012 | = 0o | t(rp)=B-> cBd

Aul3erdem erh@lt man die folgenden shift-actions:

S =ti|a > quts|, S=07|C > Ul |,
S=01|b 2> ], S=0s|C = Os0s]
S=03|Cc 2 g , S7=0o|d = Qolha |,
S =0s4|C > Qubsl, Ss=0wo|d = Goli2].

Der LR(0)-Parser flr G ist nicht deterministisch, denn man erkennt einen
“shift-reduce conflict” bei den Zustanden gz, g4, g7 und gs . Der Konflikt besteht
zwischen einer reduce-action der Produktionsregel A - e und einer shift-action
des Terminals c. Beim Zustand ¢s beispielsweise entsteht der Konflikt bel den
Aktionspaaren

r3=0s| =2 05| undsz=qz|c > 0] .

Beide Aktionen sind auf eine Konfiguration der Form $f gs | cy$ anwendbar
(f ist dabei eine Folge von Zusténden). Entwickelt man tUber den Algorithmus
die reduce- und shift-actions des LR(1)-Parsers fir G analog, so erkennt man:
der LR(1)-Parser flr Gape ist deterministisch .
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Entwickelt man zusétzlich Gber den Algorithmus die reduce- und shift-actions
des LR(2)-Parsers fir Gae, und vergleicht das Verhalten des LR(1)- und LR(2)-
Parsers, so stellt man fest: Wird ein korrekter String eingegeben, d.h. ein String
aus L (Gae), dann verhalten sich beide Parser gleich. Wird jedoch ein inkorrekter
String eingegeben, d.h. ein String, der in L(Gae) nicht vorkommt, dann findet
der LR(2)-Parser den Fehler friher als der LR(1)-Parser, denn der LR(2) Parser
verwendet eine langere Vorausschau. Je langer also die Vorausschau ist, desto
schneller findet der Parser einen Fehler in der Eingabe.

Es bleibt immer noch die Frage offen, ob der entwickelte LR(k)-Parser korrekt
arbeitet. Wir werden sehen, dal3 es sich wirklich um einen Rechtsparser fir die
Grammatik handelt :

Satz 3.1:

Der kanonische LR(K)-Parser (M, t) fur eine Grammatik G ist ein Rechtsparser.
Aulderdem gilt fUr jeden Satzwin L(G) : M produziert alle Rechtsparse von w
in G. Also ist der kanonische LR(Kk)-Parser korrekt.
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4. L R(K)-Grammatiken

Als erstes wollen wir definieren, was man unter einer LR(K)-Grammatik
versteht. Um zu verhindern, dal3 auch nichteindeutige Grammatiken als LR(K)-
Grammatiken bezeichnet werden, legen wir fest, dal3 sich das Startsymbol nicht
selbst ableiten darf.. Dawir zusétzlich fordern, daf3 der kanonische LR(k)-Parser
der Grammatik deterministisch sein soll, kann es ohne die erste Forderung zu
folgendem Problem kommen: Betrachte beispielsweise die Grammatik
S - a| S. Diese Grammatik hat zwar einen deterministischen LR(0)-Paser, ist
aber nicht eindeutig. Daher definieren wir:

Definition : ( LR(k)-Grammatik)

Eine Grammatik G = (V,T,P,S) heildt LR(k), wenn ihr kanonischer LR(K)-Parser
deterministisch ist, und wenn zusitzlich S ==>" S in G unmdglich ist. Eine
Sprache Uber dem Alphabet T heifst LR(k), wenn sie durch eine LR(k)-
Grammatik Uber dem Terminalalphabet T erzeugt wird.

Satz4.1:
Jede LR(k)-Grammatik ist eindeutig.

Wir wollen nun eine grammatischen Charakterisierung fur LR(k)-Grammatiken
ableiten. Zum Abschlul® werden wir dann den Zusammenhang zwischen dem
Nichtdeterminismus eines kanonischen LR(k)-Parsers und dem Auftreten von
»reduce-reduce Konflikten* und ,,shift-reduce Konflikten* klaren.

Definition : ( Konflikt aufzeigen)

Sei G = (V,T,P,S) eine Grammatik, G' ihre $-erweiterte Grammatik und ki N.
Man sagt, dal? die k-ltems [A;2>W;., Y1] und [A,2>W.., Y,] von G' einen reduce-
reduce Konflikt aufzeigen, wenn gilt: A; 2 w; und A, 2 W, sind verschiedene
Produktionsregeln und zusdtzlich y; = y,. Anadog zeigen zwei Kk-ltems
[A> a.ab,z] und [ B 2w, y ] von G' enen snift-reduce Konflikt auf, wenn
gilt: aistein Terminal inTundy T FIRST,(abz).

Beispidl:
Dieim 3. Kapitel vorgestellte Grammatik G ist keine LR(0)-Grammatik, denn
die LR(0)-Maschine hat Zustande, die ein Itempaar enthalten, das einen shift-
reduce Konflikt aufzeigt. ( Betrachte das Itempaar [A 2 .|, [A = .CAd] in den
Zustanden gz und g7 und das Itempaar [B - .], [B = .cBd] in den Zustdnden g,
und gs.)
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Satz 4.2: (Charakterisierung von L R(k)-Grammatiken )

Die folgenden Aussagen sind fur ale Grammatiken G = (V,T,P,S) und ki N

aguivalent:

(a) Der kanonische LR(K)-Parser von G ist deterministisch.

(b) In der kanonische LR(K)-Maschine der $-erweiterten Grammatik G* gibt es
keinen Zustand, der ein Itempaar enthalt, das einen reduce-reduce oder einen
shift-reduce Konflikt aufzeigt.

(c) Aus den Bedingungen

S==> diAy; ==>dwy; = gy1 InG,

S Tm:>* dzAzyz :rr:n> d2W2y2 = ony» inG,
und K:y; = Kk: ny;
fOlgt, dals; d]_: dz A=A und W = Ws.

Beweisidee zu Satz 4.2:

(@ U (b)
Man zeigt : Der Parser ist nichtdeterministisch
U LR(k)-Maschine enthélt ein Itempaar mit reduce-reduce oder
shift-reduce Konflikt.
(U)
Sei gein zuverladssiges Prafix von G' und VALID,(g) enthalte ein Itempaar 14 1,
das einen reduce-reduce oder shift-reduce Konflikt aufzeigt.
Dann zeigt man in beiden Félen Uber die jeweilige Definition, daf3 es
Aktionspaare gibt, die beide auf die gleiche Konfiguration anwendbar sind.
P Der Parser ist nicht deterministisch.

(P)

Sei aso der Parser nicht deterministisch. Dann gibt es zwei verschiedene
Aktionen ry ry, die beide auf dieselbe Konfiguration anwendbar sind. Man
unterscheidet drel Falle:

(1) ryund r, sind beide reduce-actions.
(2) r,ist eine shift-action und r, eine reduce-action.
(3) ryund r, sind beides shift-actions.

Zuerst zeigt man, dal3 Fall (3) nicht auftreten kann.

Dann zeigt man Uber die Definition von reduce-reduce oder shift-reduce
Konflikt, dal3 ein Zustand der LR(k)-Maschine

(1) einen reduce-reduce Konflikt aufzeigt.

(2) einen shift-reduce Konflikt aufzeigt.
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(b) U (0)

Man folgert aus der Definition von reduce-reduce Konflikt und aus der
Definition der LR(k)-Gultigkeit direkt die Behauptung fur den Fall, dal3 kein
Itempaar einen reduce-reduce Konflikt aufzeigt.

Fir den Fall, dai3 ein Itempaar einen shift-reduce Konflikt aufzeigt, zeigt man
Uber die Definition, dal3 (c) nicht gilt.

Umgekehrt nimmt man an, dal3 (c) nicht gilt, und zeigt damit, dal3 ein Itempaar
einen shift-reduce Konflikt aufzeigen muf3.

Satz 4.3:
Fir dle k30 ist die Klasse der LR(k)-Grammatiken in der Klasse der
LR(k+1)-Grammatiken enthalten.

Nach Definition ist jede LR(K)-Sprache eine deterministische Sprache, d.h. sie
wird von einem deterministischen Kellerautomaten akzeptiert. Es gilt auch die
Umkehrung: Jede deterministische Sprache kann von einer LR(k) Grammatik
erzeugt werden:

Satz 4.4:

Jeder Kellerautomat M mit Eingabealphabet T kann in eine aguivaente
Grammatik G mit Terminalalphabet T transformiert werden, so dal3 M genau
dann deterministisch ist, wenn G LR(k) ist fur k3 0.

Als nachstes werden wir sehen, dal3 der kanonische LR(k)-Parser einer LR(k)-
Grammatik einen Fehler im Eingabestring erkennt. Gibt man also einen String w
ein, der nicht in der von der Grammatik erzeugten Sprache ist, dann fthrt der
Parser Uber w eine Rechnung aus, die mit einer Fehlerkonfiguration endet. Dazu
mul3 sichergestellt werden, dal? der kanonische LR(K)-Parser jeder Grammatik
diese Eigenschaft besitzt. Zusétzlich muld der Parser einer LR(k)-Grammatik bel
einem Eingabestring terminieren, d.h. er darf nicht fir immer in einer Schleife
festhdngen. Diese beiden Forderungen halten wir in den folgenden beiden
Sétzen fest:

Satz 4.5:

Sel G=(V,T,P,S) eine Grammatik , k31, und M ihr kanonischer LR(k)-Parser.
Dann findet M den Fehler in jedem Eingabestring in T'\L(G).
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Satz 4.5 gilt nicht fir k=0.

Beispid:
Betrachten wir den LR(0)-Parser der nicht eindeutigen Grammatik S—-> S|a
Der LR(0)-Parser dieser Grammatik fuhrt die folgenden Aktionen aus:

[$o]a 2> [$]o[$ao ],
[$lo[$alo | = [$]o[$S0 |,
[$]o[$S]0 | = [$]o[$S0 | -

Obwohl der Parser deterministisch ist, findet er den Fehler in dem faschen
Eingabestring aa nicht. Der Parser hangt bei aaflr immer in einer Schleife fest:

$[Bo|aas ==> $[F][$alo|aS ==> H[$][$Fo | aF
==>"§[$]o[$So | a$ firalen3O.

Im Fall k31 garantiert Satz 4.5, dal? es bei Eingabe eines falschen Strings eine
Berechnung gibt, die mit einer Fehlerkonfiguration endet. Das schliefdt aber
nicht aus, dal? der Parser moglicherweise in einer Schleife hdngen bleibt. Dazu
bendtigen wir abschlief3end noch den folgenden Satz:

Satz 4.6:

Sel G = (V,T,RP,S) eine Grammatik , k30, und M ihr kanonischer LR(k)-Parser.
Dann hangt M bei der Eingabe eines Strings nicht in einer Schleife fest.
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