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Kapitel 1. Allgemeine Grundlagen

Es handelt sich hierbel um die Bereitstellung der Theorie, die im weiteren Grundlage fur alle
Betradhtungen der Syntaxanalyse ist. Hierzu bedarf es einiger grundlegender Definitionen, aus der
theoretischen Informatik. Es folgt eine spezialisierte Betradhtung der kontextfreien Spracdhen.

Grundlegend wird erortert:  Was ist eine Grammatik und in welchem Zusammenhang steht diese
mit der Spradchdefinition. Welche Bezehungen bestehen zwischen
diesen einzelnen Elementen.

811 De€finitionen

Eine Grammatik
isteind —Tupd G=(V,>,P,S mit -V Mengeder Variablen (Nichtterminale)
- > Terminalalphabet
- P Menge der Produktionen, Ableitungsregeln
-SOV igst Statvariable

Sprache
L(G):={wOY |S - winG}
Satzform
Ein Wort , das noch Nichtterminalsymbole enthalt heil3t Satzform
Satz
Ein Wort , das nur noch aus Terminalsymbolen besteht wird als Satz bezeichnet

812 Allgemeine Spracheintellung

Eine Spradhe ist also nur eine Menge von Worten, deren Aufbau bestimmten Regeln entspricht.
Diese Regeln sind in einer Grammatik zusammengefaldt. Es kann also zu ener Sprade
verschiedene Grammatiken geben, die dieselbe Sprache ezeugen. Eine mogliche Einteilung der
Sprachen in verschiedene Klassen liefert die von Noam Chomsky erstellte Chomsky 0 — 3
Hierarchie.

Chomsky —Hierarchie

Grammatik — Typ Einschrankungen

Typ Ooder Phasenstrukturgrammatik Keinerlei Einschrankungen

Typ 1oder kontextsensitive Grammatik Ou - vOPgilt: |ul< |

Typ 3oder regulare Grammatik Ou-vOPgilt: vOGOGV))

Mittels Einschréankungen entsteht eine Inklusionshierarchie von Typ 0 bis Typ 3 Sprachen. Im
Bezug auf die Syntaxanalyse betraditet man die kontextfreien Spracien (Typ 2 Spradien). Fur die
lexikalische Analyse verwendet man die reguléren Sprachen. Jede Spradiklasse hat eigene
spezifische Eigenschaften. Die Eigenschaften der kontextfreien Sprachen werden hier nun im
weiteren erlautert und zusammengefaldt.




Graphische Darstellung

Zur Verdeutlichung des Sadhverhalt hier die graphische Umsetzung der Chomsky — Hierarchie.
Diese Graphik zeigt nur dal3 de Menge aller regularen Spradchen in der Menge aller kontextfreien
Spradhen liegen und so weiter. Man kann jedoch keine Aussage Uber die M&chtigkeit der einzelnen
Spradhklassen machen. So ist die Menge aller Sprachen bel weitem die gréfde Klasse.

Menge aller Spradhen

Typ 0 Sprachen

Typ 1 Sprachen

Typ 3 Sprachen




Kapitel 2. Kontextfrae Grammatik

8§21 Kontextfrei

Begriffserklarung , kontextfrei®

= eine Variable kann unabhangig von ihrem Kontext ersetzt werden
Realisierung durch die Bedingung:
In einigen Bichern wird diese Sachverhalt mit der Monotonie der Ableitung bezeichnet. Mit jedem
Ableitungsschritt wird die ezeugte Satzform langer oder bleibt gleich. Es kann auch rur noch eine
kontinuierliche Anderung statt finden, da jeweils nur ein Nichtterminalsymbol mittels einer
Produktion ersetzt wird.

Beispid
Fur Typ 1 Spradhen ist es moglich auf eine Ableitung der Form

zu stol3en, eswird A 0V nur zu ald Y abgeleitet in der Verbindung (im Kontext) mit u und v

0 Inkontextfreien Grammatiken kann A in jedem Kontext durch a esetzt werden,
wenn es eine Produktionsregel A — aJ P gibt.

8§22 ¢g-Sonderregelung

Diese @zwungene Konstruktion der Kontextfreiheit fuhrt jedoch auch auf zwei Probleme.

1. Durch die Bedingung O u — v [0 P gilt: |u|< |v|] gibt es <hon bei den Typ 1 Spradhen keine
Maglichkeit mehr das leee Wort abzuleiten.
Eine Ableitung S — € widerspricht mit |S| =1 < 0 = |¢| der gestellten Bedingung
O G kontextfreie Grammatik
O 0A -¢ 0P
O eg L(G)
2. Die Produktionenmenge wird umfangreicher (siehe Beispiel), da es keine € - Produktionen mehr
geben darf.

Ausnahmeregelung
Fallse O L(G) erwlnscht [ (S - €) [ Perlaubt, Snie auf einer rechten Ableitungsite

Nun gibt es also wieder die Mdglichkeit das leere Wort abzuleiten und somit ist die Vollstéandigkeit
der kontextfreien Spradchen wieder gegeben. Es wird auch A - ¢ erlaubt, sogenannte &-
Produktionen. Aber auch diese Regelung zerstort unsere Definition nicht, wie der folgende Satz mit
Algorithmus zeigt.

Satz
Jede kontextfreie Grammatik kann € - frel gemacht werden

Ein mogliches Verfahren liefert der folgende Algorithmus.



Algorithmus

|. Bestimmung der nullierbaren Variablen
1. OA - €0 A ist nullierbar
2. OB - o und O Variablenaus a sind nullierbar O B ist nullierbar

II. Erganze Produktionen A — Xj..X, Mt A — O3...0, mit
1. X nicht nullierbard a; = X;
2. X nullierbhar O aj=x odera;=¢
3.  Nichtaleaq;sinde

Beispidl zur € - Befreiung einer kontextfreien Grammatik

Grammatik mit € - Produktionen
G=(,2,P,S mit V={SA,B,C}

2 =10, 1}

_ Erzeugte Spradche

P={S - AB, o .t
A - 0C1] 1C0 |, L(G) ={wD{01} 0}
B - BB|O

C - | 0AL[ 1A0 |g}

€ - Produktionen freie Grammatik
G=(V,Y,P,9mit V={SA,B,C}
>={0,1}
P={S - AB|B,
A - 0A1|1A0| 01|10
B - BB| 0}

Man sieht sehr schon, welche Félle abgefangen werden missen um die Grammatik € - frel zu
machen. Es werden die Produktionen, so reduziert das die € - Ableitungen, in ihrer Wirkung schon
vorausgenommen werden, d.h. es entstehen mehr zusétzliche Félle (A -01 | 1Q und de € -
Produktionen konnen dann ohre Einschrankung wieder gestrichen werden, waren also nur

Hilfsmittel zur Konstruktion.



8 23 Syntaxanalyse

Bedeutung fur die Syntaxanalyse

Hohere Programmiersprachen lassen geschachtelte Strukturen (wie u.a. Blocke (begin ... end)
und Klammerungen in imperativen, funktionalen und logischen Programmiersprachen) zu.

O Ihre Syntax kann deswegen nicht mit regul&ren Ausdriicken spezifiziert und mit endlichen
Automaten erkannt werden.

[] Zur Definition der Syntax hoherer Programmiersprachen werden kontextfreie Grammeatiken
verwendet, zur Syntaxanalyse von Programmen werden Kellerautomaten eingesetzt.

Die Theorie der Kellerautomaten wird in diesem Vortrag weder ausgebreitet noch erléutert.
Der Kellerautomat und seine grof3e Bedeutung in der Syntaxanalyse wird in einer
eigensténdigen Ausarbeitung abgehandelt. Dort werden dann die Grundlagen der
kontextfreien Sprachen verwand.

Belspielgrammatik

Kontextfreie Grammatik fir Mini —SM L

G=(V,>,P,S mit V={EXP, OPR, PAT}
> ={id, cong, if, (,), let, val, =, in, end, fn, =>, req [, ], ::, nil, +, -, *, div,
<, >, <=, >3, ,}
P={EXP- id
const
EXP OPR EXP
if EXP then EXP else EXP
let val PAT = EXPin EXPend
(EXP, EXP, ..., EXP)
fn PAT => EXP
let val recid = fn PAT => EXPin EXP end
[EXP, ..., EXP]
nil
EXP:: EXP,
OPR - +|-[*[dv|<[>]|<=]|>=]=,
PAT - id |const | _| (PAT, ..., PAT)}
S={EXP}

An dieser einfachen Programmiersprache ist nun gut zu erkennen, welche Erweiterungen die
Definition der kontextfreien Grammatiken im Gegensatz zu den reguldren Grammatiken zulassen.
Die strukturierte Klammerung wie zB. bei if EXP then EXP else EXP ist mit einer reguléren
Grammatik nicht moglich. Es gibt nur Produktionen der Form A — aund A - aB.

O kontextfreie Grammatiken bilden die kleinste Menge an Spradien, in denen eine Klammerung
moglich ist (Programmiersprachen); deshalb dienen sie als Grundlage fur die Syntaxanalyse



Kapitel 3. Grundstrukturen kontextfreier Grammatiken

8 31 Abletungen

Ableitungsbaume
Die kontextfreien Grammatiken erzeugen in ihren Ableitungen eine Baumstruktur.
(siehe Abhildung unten)

Links- und Redtsableitungen
Definition
SeiS - wi — w, eine Ableitung (geméR einer kontextfreien Grammatik G)
Die Ableitung ist eine Linksableitung (bzw. Reditsableitung)
< esfir alei =1 Symbolfolgen x, yi und z gibt mit:
- Wi =XAY;,
- Wi = XiZiyi
- A - Zz ist eine Produktion
- % (bzw. i) in 3" (d.h. x; (bzw. y;) enthalt nur Terminalsymbole).

Satz
Sei G=(V, Y, P, S eine kontextfreie Grammatik. Fiir alley O V' gilt
wh> [y o wp={wD3 |y wi={wD3 |y » w}

Beachte
Zu einem gegebenen Ableitungsbaum existiert genau eine Linksableitung und Redhtsableitung

Beispiele zur Links- und Redtsableitung

a. Kontextfreie Grammatik fUr die reguléren Ausdriicke der Kleen “schen Algebra
G=({S}{ab() &0+, },PS mtP={S-0lalble|(S+[(S -9 I(S)}

S S
I\ I\
(S+9 (S+9
NN NN
(-9 a (-9 a
|| ||
Linksableitung a b Redtsableitung ab
b. Kontextfreie Grammatik fur L={ w=a | w|=> 1}
G=({S}.{a,P,SmtP={S - SS|a}
S S
/\ /\
S S S S
I\ [ 1\
SS a a S S
|| ||
Linksableitung a a Rechtsableitung a a

Diese statische Betradhtung der Ergebnisse bringt einem nicht die Unterschiede in der Konstruktion
vor Augen. Es ol nur zeigen, dal’ es fur ein Wort verschiedene Ableitungsbdume geben kann. Dies
fahrt zu folgender Betradhtung.
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§ 3.2 Mehrdeutigkeit

Das obige Beispiel fuhrt uns auf folgende grundlegende Definitionen und Begriffsbildungen

Definition
Eine Grammatik G heif3t
< esgibt fur ein und dasselbe

= esgibt fur ein Wort x
= esgibt fur ein Wort x
Definition
Eine Spradhe L heil3t
= esgibt fur L

Man rennt die Spracdhe dann auch

Bemerkung
gibt die Anzahl der mdglichen Linksableitungen eines Wortes in einer Grammatik
an.

Beispiel
Eine inhdrent mehrdeutige, kontextfreie Sprace
L ={dbc*|i=joderj=k} (Parikh (1966)

Es gibt nun mehrere Beweisansdtze Hier nun die Beweisideen wvon Parikh, die die
Abgeschlossenheit der komplexen Spradien verwendet. Diese Eigenschaft der kontextfreien
Spradien werden wir in Kapitel 6 im einzelnen betradhten und beweisen.

Beweis zu dem Beispiel von Parikh

Behauptung
L ={dblc" |i =] oder j = k} ist eine inhérent mehrdeutige, kontextfreie Sprache

Beweisidee N .
- L ist Vereinigung von Ly ={ab' |i= 0} c}” und L, ={a} {b'c' |i =0}
- Lin L2:{a'b'c'|i20}

Vermutung
Es gibt fur die Worter die im Schnitt liegen mehrere Ableitungsbdume
- Suche fur eine beliebige kontextfreie Grammatik G fur L ein m [J IN so dal3
a"b™c™ zwei Ableitungsbaume besitzt

Warum gibt es diese verschiedenen Syntaxbaume?
- Ableitungsbaum A basiert auf den Regeln, die testen ob |a] = |b]
- Ableitungsbaum B basiert auf den Regeln, die testen ob |b| = |c]|

Anschaulich ist dies klar, dain jeder Grammatik unabhéngig von einander Worter der Art a"b™c™
erzeugt werden (abgeleitet werden). Da dies unter verschiedenen Bedingungen geschieht ist
anzunehmen, dal3 dese Ableitungen verschiedenen Charakter haben. Diese Vermutung beweist sich
alsrichtig bei einer Analyse der verschiedenen Ableitungsbaume.

10
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8§ 33 Nutzlose Nichtterminale

Entfernung nutzloser Nichtterminale

Oftmals hat man eine Spradhe vorgegeben und sucht dann eine kontextfreie Grammatik, die diese
Spradche ezeugt. Meistens entsteht bei dieser Grammatiksuche, mittels verschiedener Algorithmen
oder durch die Realisierung gegebener Einschrankungen, eine nicht sehr effektive Spradche. Nun
gibt uns folgende Definition eine Mdglichkeit Grammatiken zu optimieren und in ihrer Grof3e zu
reduzieren, ohne dal sich die ezeugte Sprache &dert.

Definition
Nichtterminale heifl3en nitzlich, falls
1. eine Ableitung zu einem Terminalwort existiert (produktive Nichtterminale)
Vi, ={ UOV |OU - w mit w Terminalwort}

2. eine Ableitung von S zu dem Nichtterminalsymbol existiert (erreichbare Nichtterminale)

U VN = VNutz2

Definition
Eine G heifdt ,
wenn sie nur und enthalt
Warnung n

Aufstellen von VNutZl und VNut22 nur in dieser Reihenfolge moglich

Bemerkung
Weitere Vereinfachung der Grammatik durch Entfernung von Kettenproduktionen

Beispiel Elemination nutzloser Variablen

Unbereinigte Grammatik
G=(V,3,P,S mit V={S A B,CDEFH}, Y={ab
P={S - AB|D,
A - BD |EF|H,
B_ED|h
C - AB,
E - B,
D - F

H - &
Bereinigte Grammatik
Gr=(V,Y,P,Smit V={SAB,H}, >={ab}
P={S - AB,
A-H

H-a erzeugte Spradhe L ={ab
A zeugte Sp {ah)

Es werden alle Produktionen entfernt, die keine Terminalableitung gestaiten und die vom
Startsymbol aus nicht erreichbar sind. Erhalten bleiben jedoch die ewéhnten Kettenproduktionen.
Im Beispiel ist das Nichtterminalsymbol H ein nicht benttigtes Glied einer solchen
Kettenproduktion. Eine direkte Ableitung von A - a eazeugt die gleiche Spradche. Im Beispiel
erkennt man auch die Notwendigkeit dieser Umformung, denn aus der ersten Grammetik &3t sich
die ezeugte Sprade nicht ohne weiteres erkennen.

11
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Kapitel 4. Normalfor men kontextfreie Grammatiken

841 Zusammenfassung

Verschiedenen Formen fur kontextfreie Grammatiken

Es gibt verschiedene Grammatikstrukturen innerhalb der kontextfreien Sprachen um diese
systematischer auf zufassen. Hier wollen wir nun die wichtigsten und bekanntesten Formen
einfuhren.

1. (E)BNF (erweiterte Backus Naur Form)
Beschrankung auf folgende Produktionen
A-ajaz|..]a, dh A -ag..,A-a,
A - a[Bly dh. A - ayundA - afy
A - afB}y dh. A-ay,A - aBy,B - pBundB - 3B

2. Kanonische 2 - Form Grammatiken
Beschrankung auf folgende Produktionen
A - BC
A-B
A - a

3. CNF (Chomsky Normalform)
Beschrankung auf folgende Produktionen
A - BC
A-a

4. GNF (Greibach Normalform)
Beschrankung auf folgende Produktionen
A - aB.B, ... B furk=0

Jede dieser Grammatikformen het ihre eigenen Vor- und Nadteile. Es wéare nun wiinschenswert,
wenn all diese Strukturen &guivalent in einander umgewandelt werden kdnnten, dal3 genau dies geht
wollen wir nun in den nAchsten Schritten zeigen.

Die (E)BNF ist nur eine andere Schreibweise mit Meta - Regeln, sie ist schon nach Definition
aquivalent mit den anderen Formen.

Es bleiben also nur noch die kanonische 2 - Form, CNF und die GNF. Hierbei zeigen wir, dal3 de
kanonische 2 - Form Grammatik in eine CNF — Grammatik und weiter in eine GNF — Grammatik
umgewandelt werden kann.

Zu den einzelnen Strukturen bleibt zu sagen, dal3 die CNF in vielen Beweisen hilfreich ist, da ihre
Ableitungsbaume eine fir Anwendungen sehr niitzliche Bindrstruktur aufweisen. Die GNF ist eine
Erweiterung der reguléren Spradien. Setzt man k < 1 so erhélt man die Typ 2 Spradhen.

Es ollen nicht nur die Beweise fur die Existenz der einzelnen Umformungsalgorithmen gefiihrt
werden, sondern es werden drei Methoden aufgezegt, wie man solche Algorithmen angegeben
kann.

1. Direkt Implementation, indem man die allgemeine Ergebnis — Grammatik angibt

2. Als Transformationsverfahren mit einer angegebenen Schrittfolge ohne genaue
Verlaufsangabe (Schleifendurchlaufe, Komplexitat usw.)

3. Als Algorithmus in einer Pseudo — Programmiersprache mit genauer Schleifenkomplexitét

12
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8 42 Kanonische?2 —Form

Kanonische 2-Form Grammatik flr jede kontextfreie Grammatik
kontextfreie Grammatik G =  [Okanonische 2 —Form Grammatik G" mit L(G) = L(G")

Beweisdee
Durch Produktionentransformationen erreicht man die gewlnschten Strukturen. Hierbei muf3
man daftr sorgen, dal3 jede Produktion von der Form A - X; ... X, oder A - aist. Dann
werden die Produktionen A - X; .. X, nach folgendem Verfahren transformiert. Alle anderen
Produktionen haben schon eine der gewiinschten Formen.

A & Xq. Xm(m=2) O A o XXz Xnl
[Xo.. Xul = [X2] [Xs... Xu]

Koa Xl = [Xema] [Xe]
und
[Xi] nd Xi

Es ergibt sich dann folgende Grammatik G
V' =VO{B|BOV und(A - af) OP} O{[X] |X OV und(A - aXp) 0P}
P={A-a|(A-a)0Pund jo|<1}

O{A - [X][B]|A = XBOP,XOV,pOVH

O {[Xy] - [X]V [ [Xy] OV, X OV undyOV'}
O4{[X] - X|[X] OV und X OV}

Dies ist nicht die einfachste Grammatik in kanonischer 2 — Form, jedoch ist dies fur den Bewels
auch nicht notwendig. Da es nur um die Existenz e@ner solchen Grammatik geht.

Beigpid (K anonische 2-Form Grammatik)

kontextfreie Grammatik
G=(,2,P,S mt V={SAB}>={0,1}und P={S - A|B
B - 0B1|01
A - 1A0| 10}
O LG ={wddb" |a bl{0,1},n>0}

Umgeformte Grammatik in kanonischer 2 —Form
G=(V,3,P,S mit V' ={SABNECD},5 ={0, 1} und

P={ S-A|B
N-O
E-1
B - NE|NC
A - ED |EN
D - AN
C - BE}

13
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8 43 CNE

Betradhtet man nun die Ergebnisgrammatik aus 8§ 4.2, so erkennt man, dal3 der nachste Schritt zur
Chomsky Normalform, nur noch in der Elimination der Produktionen A — B besteht.

CNF fur jede kontextfreie Grammatik
G kontextfreie Grammatik =  OGrammatik G™ in CNF mit L(G) = L(G")
Transformationsverfahren

Transformiere G in eine kanonische 2 —Form Grammatik
O A - BC
A-B
A - a

[0 Eliminiere Produktionen der Form A — B (Einheitsableitungen)
1. ErgdnzeP mit A ~ B'C fallsA — BCOPmMitB - B undC -  C

2. Losche alle Produktionen der Form A - B

Man erganzt also ganz analog zur Entfernung der € - Produktionen alle Einheitsableitungen, indem
man sie in eine Produktion der Form A — BC einsetzt und in die Produktionsmenge aufnimmt.

Beispial (CNF — Grammatik)

Umgeformte Grammatik in kanonischer 2 —Form
G=(,2,P,S mt V={SAB,NECD}>={0,1}und
P={ S-A|B
N-O
E-1
B -~ NE|NC
A - ED|EN
D - AN
C - BE}

Grammatik in CNF
G=(V,Y,P,S mit V ={SABNECD},Y ={0 1} und
P ={ S~ ED|EN|NE|NC

N-0

E-1

B - NE|NC

A - ED|EN

D -~ AN

C - BE}

Nattrlich kann die Grammatik durch diese Operation um einiges anwachsen, da mehr Félle
aufgefuhrt werden misen. Die Méachtigkeit steigt mit der Anzahl der Einschrankungen stetig an.
Dieser Effekt wird bei der Umformung in Greibach - Normalform noch deutlicher werden.

14
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844 GNF
GNF fur jede kontextfreie Grammatik
G kontextfreie Grammatik <=  OGrammatik G” in CNF mit L(G) = L(G")

In drei Schritten werden wir nun eine Grammatik von CNF in GNF umformen. Im ersten Schritt
schaffen wir eine kinstliche beliebige, aber feste Ordnung auf der Menge der Nichtterminale und
formen die Produktionen so um, damit wir eine sortierte Folge ehalten (A; — Ajo mit i <j).

Algorithmisches Verfahren zur Umformung einer CNF Grammatik
1. Durchnumerierung der Variablen von A; bisAn,
Modifiziere Regeln: A — Aja miti <]
FORi=1TOmDO
FORj=1TOi-1DO
FOROA; - Aja OPDO
SeienAj - Byl ... | Bn alle Aj —Regeln
Figehinzu:  A; - B1a] ... | Bra
Streiche: A - Aja
END
END
IFOA; - Aja THEN
Ersetze A - Aia1| |Ai0(k|[31| |Bk
Durch A - B]_ | |B| und A - BlBi | | BIBi
B - Gll |Gk und Bi - a;B; | | ayB;
END
END

Rekursive Abarbeitung der entstanden Produktionen von Am.; bis A; bringt alle Regeln auf die
Form, dal3 sie mit einem Terminalzeichen beginnen. Dies fuhrt auf den folgenden Algorithmus.

2. Transformiere alle A; — Regeln, so dal3 alle Regeln mit einem Terminalzeichen beginnen
- An —Regeln beginnen schon mit einem Terminalzeichen
- Rekursive Umformung
FORi=m—-1DOWNTO 1DO
FOROA; - Ao OP,j>iDO

Seien Aj — B1]... | Bn alle Aj —Regeln Ziel
Fuge hinzu: A - Baia | ... | Br0 A - aB;.By
Streiche:  Aj - Aja mit k=0
END
END

O Alle Aj — Regeln sind in Greibach — Normalform
Nun bleibt nur noch die Umformung der neu erzeugten Produktionen in analoger Weise wie oben.

3. Umformung der Regeln fir die B; — Variablen in GNF
FORi=1TOmDO
FOROB; - Aja UPDO
Seien Aj - B1]... | Bn alle Aj —Regeln in GNF
Figehinzu:  Bj - Bia | ... | Bka
Streiche:  B; - Aja
END
END
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Beispid (GNF — Grammatik)

Grammatik in CNF

G=(V,%,P,S) mit V={SA, B, NECD}5Y={0,1}und

Grammatik in GNF
G=(V,3,P,9

P={ S~ ED|EN|NE|NC
N - 0
E-1
B - NE|NC
A - ED |EN
D - AN
C - BE}

mit V' ={Aq, Az, As, Ag, As, Ag, A7}, Y ={0, 1} und
P* :{ A]_ — lA3|]A4|OA2|OA5
Ay - 1
Az - 1AzA4 | 1A4A,
As - 0
A5 - 0A2A2 | OA5A2
As — O0A; | QA5
A; - 1Az ] 1A}

16
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Kapitel 5. Puming —L emma

Das nun folgende Lemma emadglicht es zu zeigen, dal3 eine Spradhe nicht kontextfrel ist. Man kann
hiermit nicht zeigen, dal3 eine Spradhe kontextfrei ist (vgl. Beispiel).

Pumping —Lemma fur kontextfreie Grammatiken

Sei L eine kontextfreie Sprache. Dann gibt es eine Zahl n [J IN, so dal3 sich alle Worter z [0 L mit
|z| = n zerlegen lassen in z = uvwxy mit folgenden Eigenschaften

1. |w|=1

2. |vwx|<n

3. Firalei=0gilt: uw'wxyOL

Graphischer Darstellung der Beweisidee
GinCNF, k = V|, wéhlen= 2¢

N
Man erhdlt als Ableitungsbaum einen Baum mit
~ Binirbaum Bindrstruktur, bis auf die letzte Ableitung
(Terminalableitung)

<« letzter Ableitungsschritt

rA

Bingrbaum hat = 2k Bléter und somit
mindestens einen Pfad der Lange = k. Mit der
Startvariablen ergibt sich also ein Pfad der
Lange=k + 1.

Da die Grammatik nur k Variablen besitzt, muf3
mindestens eine Variable doppelt vorkommen

A
N
A
f

rA

Arbeitet man diesen Pfad von den Bléttern des
Baumes auf so erhdlt man folgende Unterteilung
VON Z in UVWXxy 4

Nun kann man bei der ersten Variable den
Ableitungsbaum der Variable zavel anhangen
Pumpenmiti=0 O uvw L

Analog erhdlt man natirlich bel umgekehrtem
vorgehen weitere  Worter gemdd dem
Pumpinglemma

zB.i=2 0 wawxy OL

17
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Beispie fur die Anwendung des Pumping - Lemma
L ={ad"b™c™ | m=> 1} ist nicht kontextfrei

Beweis
Man kann mit dem Pumping - Lemma also nur beweisen, dal3 eine Spradhe nicht kontextfrei ist.
Es gibt jedoch keine Moglichkeit zu zeigen, dal3 die gegebene Sprache kontextfrei ist. Somit
ergibt sich der Beweis als Widerspruchsfolgerung. Man nimmt also an, dal3 eine Sprache
kontextfrei sei und zeigt, da? de Bedingungen des Pumping - Lemma nicht erflllt werden.
daraus 183t sich dann der Widerspruch ableiten, und man erhélt, dal} die Sprade nicht
kontextfrei ist.

Annahme L ist kontextfrei

Wahle Zerlegung z = db"c" mit n Pumping —Zahl
O |z| = 3n=n,z =uvwxy
vx kann nicht ausa’s, b’sund ¢’s bestehen, da |vwx| < n nach Bedingung 2
vX ist nicht lea nach Eigenschaft 1
- w’wx% = uwy O L nach Eigenschaft 3miti =0
O uwy hat nicht die Forma"b™c™  n Widerspruch dauwy & L
O L ist nicht kontextfrei

Anmerkung

Es gibt das Pumping —Lemma noch in einer allgemeineren Form dem Ogden - Lemma. ES i nur
zur Vollstandigkeit erwahnt, da fir unsere Anwendungen das Pumping - Lemma ausreicht.

Ogden —Lemma

Fur jede kontextfreie Sprache L gibt es eine Konstante n [J IN, so dal3 fur jedes Wort z [1 L mit
|z| = n folgende Aussage gilt:

Markiere = n Buchstaben in z
[0 OZerlegung z = uvwxy mit
1. Omindestens ein markierter Buchstabe in vx
2. Ohochstens n markierte Buchstaben in vwx
3. 0i=0gilt: uwwxyOL

Das Ogden - Lemma betradtet also nur Wortauschnitte. Markiert man bel Ogden alle Buchstaben
eines gegebenen Wortes, so erhalten wir wieder das Pumping —Lemma.

18
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Kapitel 6. Eigenschaften kontextfreer Grammatiken

8 6.1 Abschlul3eigenschaften

Definition
Sei X eine Klasse von Mengen (Spradien). Dann heil3t X Schnitt- (Vereinigungs-, Komplement-,
Produkt- , Stern-) abgeschlossen, fallsaus A [0 X und B O X folgt A n BO X

(bzv. AOBOX, A OX,ABOX, A" OX)

Kontextfreie Sprachen sind unter
o]
o]

(o]

Kontextfreie Spradhen sind unter
o}

(o]

Die Beweise e@geben sich direkt durch Angabe der gesuchten Spradhe oder durch einfadhe
Gegenbeispiele. Hierbel moge sich der Leser an unser Beispiel von Pumping —Lemma (Kapitel 5)
erinnern. Es entstehen nicht immer die einfachsten Grammatiken, jedoch ist dies auch nicht
notwendig fir den Beweise der einzelnen Aussagen.

Beweise zu den Abschlusseigenschaften

Vereinigung
Gi=(Vy, Y, P,S)und G, = (Vy 3, P, $) sind kontextfreie Grammatiken mit VoinV, =0
O G=(V, P9 is kontextfreie Grammatik
mit V= V1DV2D{S} und P= PO P2D{S — S]_lSQ}

Produkt
Gi=(Vy, Y, P,S)und G, = (Vy 3, P, $) sind kontextfreie Grammatiken mit VinV, =0
O G=(V, >, P,YS) is kontextfreie Grammatik
mit 'V =V,0V,0{S}und P=P,0P,[1{S - S$;S;}

Stern
G1=(Vy, Y, P, §) ist kontextfreie Grammatik
O G=(V, >, P, Y9S) is kontextfreie Grammatik
mit V=V {StundP=P,[{S-> €S> S,S - SIS} —{S - €}

Gegenbeispiele zu den AbschluReigenschaften

Schnitt (Gegenbeispiel) .
L, ={dbld|i, >0} und L, = {db'c|i, j > 0}
0 LinL,={db’c|i> 0} ist nicht kontextfrei (siehe Pumping —Lemma)

Komplement (Mit Widerspruch)
Annahme
Die kontextfreien Spradhen sind abgeschlossen unter Komplementbildung

OLink, = L;OL,  (Regeln von de Morgan)
[0 kontextfreie Sprachen sind abgeschlossen unter Schnittbildung [ Widerspruch

19
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8 6.2 Entscheidbare Probleme

Stellt die Frage ob fir ein x O 5 gilt x 0 L(G) oder x ¢ L(G)
[] da das Wortproblem schon fur Typ 1 Sprachen entscheidbar ist

Stellt die Frage ob eine gegebene Spradhe leq ist (dso L(G) = 0)
[] mit Markierungsalgorithmus

Stellt die Frage ob fiir eine Sprache gilt |L| = o
O mit dem Pumping - Lemma auf Wortproblem zurtckfhrbar

Die meisten Probleme im Zusammenhang mit kontextfreien Sprachen sind unésbar, d.h. es gibt
nicht nur noch keine Losung fur diese Probleme, sondern es wurde bewiesen, dal3 diese Probleme
keine Losung haben. Es ist relativ einfach die entscheidbaren Probleme au beweisen, wie wir im
folgenden sehen werden. Jedoch bendtigen wir fir die Beweise der unentscheidbaren Probleme
einiges Wissen aus der Komplexitétstheorie. Dieses wollen wir als kleinen Einschub an den
entsprechenden Stellen kurz anreif3en. Dem Leser sei ein genaueres Studium in [2] empfohlen. Wir
beschranken uns auf die direkt notwendigen Sétze und Folgerungen in unseren Beweisen.

8 6.3 Unentscheidbare Probleme

Fur L(G) sind folgende Fragestellungen

Fur L(Gy), L(Gy) sind folgende Fragestellungen

0 L(G)NL(G)=07?

0 |L(G)NL(Gy) |z ?

0 L(Gy)nL(Gy) kontextfrei ?
0 L(Gy) OL(Gy) ?

20



Beweise zu den entscheidbaren Problemen

Wortproblem

21

Das Wortproblem fur Typ 1 Sprachen (und damit fiur Typ 2, 3 Spracden) ist entscheidbar. Es gibt
einen Algorithmus der bel Eingabe einer kontextsensitiven Grammatik G = (V, >, P, S) und eines

Wortes x O 2* in endlicher Zeit entscheidet, ob x [ L(G) oder x ¢ L(G)
Bewe's
INPUT (G, x); { [X|=n}
T:={S}

T := Abl(Ty)
UNTIL (xOT)OR(T=T,)
IFxOT
THEN  WriteString ('x liegt in L(G)")
ELSE  WriteString ("x liegt nicht in L(G)")
END

Dieser Algorithmus Il nur zur Vollsténdigkeit Erwdhnung finden, denn fur die kontextfreien
Sprachen gibt es einen effektiveren und spezialisierteren Algorithmus zur Lésung des
Wortproblems. Den CYK — Algorithmus benannt nadch seinen Entdedkern Cocker, Younger und
Kasami. Er hat nur noch eine Komplexitét von O(n®) im Gegensatz zum exponentiellen Aufwand

des obigen Algorithmus (siehe Kapitel 7).

CYK —Algorithmus

Entscheidet ob ein Wort w in einer Sprache L liegt oder nicht
Algorithmusidee

- Nichtdeterministische Suche nach einem Ableitungsbaum
Verfahren

- Verwende CNF

O Ableitungsbaume haben Binarstruktur

- Markiere alle mdglichen Ableitungsschritte

- verwerfe Ansitzedie in einer Sadkgass enden

- Ruchwartssimulation eines Ableitungsbaums

[0 Durchforstung des Baums von den Bl&ttern zur Wurzel
O wOL(G) = kompletter Ableitungsbaum konnte generiert werden

L eerheitsproblem
Sel G kontextfreie Grammatik in CNF
Markiere alle Variablen die Terminalworter ableiten kénnen
1. MarkierealleA falls(A - @ OP
2. MarkierealeA fals (A - BC) O Pund B, C schon markiert
OL(G)= 0 < Sist unmarkiert

Endlichkeitsproblem
Mit Pumping —Lemma
L= < OzOL(G) mit n< |z| < 2n (mit n Pumping —Zahl)
[0 Reduktion auf Wortproblem

(U)OwOL mit lw|=2n O L enthélt nach dem Pumping —Lemma unendlich viele Worter
() JL|=oc0und [z] 2 nmit z 0 L mit minimaler Lange
wenn |zl = 2n O z =uvwxy mit uwy O L und |uvy| = n
O Widerspruch zur Minimalitét von z
O0zOLmitn<|z]<2

21
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Beweis zu den unentscheidbaren Problemen

Man kann dem Postschen Korrespondenzproblem zwei kontextfreie Grammatiken zuordnen. Auf
diesen Grammatiken kdnnen dann die verschiedenen Probleme allgemein simuliert werden, und es
kann dank des Postschen Korrespondenzproblems ihre Unentscheidbarkeit gefolgert werden. Wir
geben rur die beiden Grammatiken an und erlautern beispielhaft die weiteren Schlul3folgerungen.
Fur diese Schiuf3folgerungen ist die Anmerkung aus dem Kasten wvon grof3er theoretischer
Bedeutung. Als Einschub folgt in 8 6.4 eine kurze Einfiihrung in die Komplexitétstheorie.

Reduktion auf Postsches K orrespondenzproblem

K = (X1, Y1), - (% Vi) Mit xi, yi 0 {0, 1} Erinnerung

K<H<MPCP< PCP

Ordne dem PCP folgende kontextfreie Grammatiken zu (v~v ist w gespiegelt)
G]_ = (V]_, z, P]_, S) mit V]_ = {S, A, B}
z {0, 1, $, A, .y a<}
P. = { S~ A$B,
A - aAX | ... | aAXk
A -5 aXg | |a<Xk

B - yiBa | .. lyxBa
B - yiau | .. [ ykad
OLi={a, .aXy X - Y3 -8, Inmz2Li,j0{1, ..k}
Gz = (Vz, z, Pz, S) mit V2 = {S, T}
z {0’ 1! $’ al! i | a(}

P, { S_>a18a1||a<Sa<|T
T . OTO|1T1| $}

0 L, ={uv$vu | ul{a, ..,a}", vO{0, 1}'}

Beispiel Leerheitsproblem

Esgilt nun: K besitzt dieL6sung iy, ...,in <= Lin Lyistlea

[J Esist nicht entscheidbar, ob K eine Losung besitzt
O Durch die Aquivalenz folgt nun, daR auch nicht entscheidbar ist ob Ly n L, leq ist!

Die nun folgenden Anmerkungen zur Komplexitétstheorie sollen nur dem Leser, der schon
Erfahrungen auf diesem Gebiet hat, als Erinnerung dienen und ansonsten einen schemenhaften
Uberblick tber die Materie geben, welche hier im Hintergrund Anwendung findet.
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8 64 Einschub: , Komplexitatstheorie*

Beweis z7um Speziellen Halteproblem

Das,, Spezielle Halteproblem K = {w [0 {0, 1} | M,, angesetzt auf w halt}* ist nicht entscheidbar

Beweis
Angenommen K ist entscheidbar. Dann ist ¥ berechenbar mittels einer TM M. Baue diese
Maschineum zu M". Das heil3t M” stoppt genau dann, wenn M 0 ausgeben wiirde. FallsM 1
ausgibt, gerdt M” in eéine Endlosschleife. S w” ein Codewort der Maschine M”. Nun gilt:
M” angesetzt auf w* hdlt < M angesetzt auf w” gibt O aus

X(w’) =0

- w¢gK

M,y angesetzt auf w™ hadlt nicht

= M’ angesetzt auf w" hélt nicht WIDERSFRUCH

)

)

Hilfssatz
FallsA < B und B entscheidbar (bzw. semi-entscheidbar) ist, soist auch A entscheidbar (bzw. semi-entscheidbar)
Beweis

Es gelte A < B mittels Funktion f. Ferner sei Xg berechenbar 0 Xgof ist eine berechenbare Funktion

, OA , f(x)OB
XM= B g AD= D 100 2 o= Xel00)

Halteproblem
Das Halteproblem H ist nicht entscheidbar

Beweis
Es genigt, K < H nachzuweisen. Wéhle f(w) = w#w. Danngilt:t wOK = f(w) OH

PCcP
MPCP < PCP
Beweis

K = (X1, Y1), - (Ko ) Mit F(K) = (01, y1D), 0, V2D, ooy (0, WD), (8, #99)

f ist berechenbar und f vermittelt eine Reduktion von MPCP < PCP

K besitzt eéine Lésung mit iy = 1< f(K) besitzt irgendeine Lésung
Beweis K hatdieLésung (1, iz, ...,in) O (4,i2+]L, .., ix+1, k+2) ist Lésung van f(K)
f(K) hat Lésung iq, ..., in O {1, .., k+2} 0O (1,171, .., in1-1) ist eineLdsung von K

MPCP

H < MPCP

Beweis
Gegeben TM M =(Z, 3, T, , 2, ~ , E) (deren Codierung), ein Eingabewort w [] >
Uberfuhre jedes Paar (M, w) in eine Folge (X4, Y1), -, (Xk, Yk) SO dal gilt:

M angesetzt auf w stoppt = (Xg, Y1), -y (X, Yi) bESItZt €ine Lésung miti; =1
Konstruiere MPCP mit Alphabet ' O Z O {#}, erstes Wortpaa ist (#, #zow#)
Gruppen von weiteren Wortpaaen

1. Kopierregen:(a, a) furalle all " O {#}

2. Uberfilhrungsregeln: (za, Z'c) ,falsd(z,a) =(z', c,N)
(za ¢2) ,fdlsd(z,a) =(Z', ¢, R)
(bza, z'be) ,falsd(z,a) =(z,c L) furallebO T
(#za, #2~ ©) ,fadlsd(z,a)=(z, c, L)
(z#, Z cH) ,fadlsd(z,” )=(Z, ¢, N)
(z#, cZ'#) ,fdlsd(z,” )=(Z, ¢, R)

(bz#, Z'bct) Jfadlsd(z,” )=(Z, ¢, L) furdlebOTl
3. Loéschregeln: (az, z) und (za, zo) fur allead Tl undz, O E
4. Abschlul¥egeln: (z##, #)
- FallsTM M bel Eingabe w stoppt so gibt es Konfiguration (ko, ..., ki)
mit ko = zow und k. =uz.v Endkonfigkuration
Lésung von MPCP ist dann #kottka#. . 2kt #k“##.. Hz
(ki ki entstehen durch Léschen von Nachbarsymbolen)
- Falls MPCP eine Lsung besitzt mit i; = 1 so [8/% sch eine stoppende Rechnung von M ablesen
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K apitel 7. CYK —Algorithmus

Sei GINCNFmitV ={S;, ..., &}, Y ={a, ..., a} und S; Startsymbol
Fnichtterminierende N = {Ny, ..., N.} der Form N, = (Sy - Sy - Sy )
ProduktionensystemP =0, . . _ _ 1 bz 13

Dtermlnlerende Q={Qqy, ..., Qu} der FormQn, = (SQm L a )

m, 2
Frage: Istw=ww,.w, 03 ausder gegebenen Sprache?

Der CYK — Algorithmus entsteht direkt aus der Anwendung des dynamischen Programmierens. Er
ist in verschiedenen Versionen in vielen Buch zur theoretischen Informatik zu finden. Hier ist nun
eine Version, desen Aufbau es dem theoretischen Anwender leicht macht, das Verfahren zu
implementieren (siehe hierzu das angegebene Beispiel mit Erlauterung).

Algorithmus
Eingabe: Wortw
forifromlton do Anmerkun
for j from1ton do Dem interesgsierten Leser séi noch
for k from1to K do die Invariante des Algorithmus
X[i,j, k] « O angegeben
forifromlton do .
for mfrom 1to M do X=1 0 Sc- Wi w

if w[i] = 4Q[m, 2]] then X[i, i, Q[m, 1]] « 1

forjfromlton—-1
forifromlton—jdo
fork fromitoj+i—1do
if X[i, k, N[l, 2]] =1 and X[k+1, i+, N[I, 3]] = 1then X[i, i+, N[l,1]] « 1
return X[1, n, 1]

Beigpid fiir den CYK — Algorithmus

Gegeben sei die Grammatik G = ({S;, Sp, S, Sa}, {0,1}, P, {Si}) mit P={ S - §5,|S$S [SS
S - S
S -1
Sy - 0}

und ein Wort w = 1010D1.

Mittels nebenstehendem Schema (auf der
Hauptdiagonale steht das gesuchte Wort, 1= § S S Su S
Ubersetzt in die Nichtterminalsymbole)
redwziert sich die Ausfihrung auf eine 0=
einfache , Pseudo®-Vektor - Multiplikation
S: - S4= Sy, da es eine Produktion gibt mit 1= |S S
S, - £S5, Fahrt man so fort, erhédlt man
im rechten oberen Eck die Losung des 0= S
CYK — Algorithmus. Denn falls das
Startsymbol hier erscheint, hat man eine 1= |3
Ableitungsbaum fir das gesuchte Wort in
der Sprache gefunden. Die Anzahl der 0=y
gefunden Startsymbole  gibt die
Multiplizitdt des Wortes in der Sprade an.

0 w O L(G) und Multiplizitdt von w ist Zwei
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